Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

Aufgabe 11.1.

Zeigen Sie mit Hilfe der e-6-Sprache, dassdie Funktion \/;, X=0 detig bei x,=5ist.

Ldsung

Es mussgelten:
Oe >0: 00 > 0:|x~X,| <& dann|f (x) = f (x,)| <&

eingesetzt:
Ix =% WX +/%,
CS

_Ix=x
NEENr
%1

NER
sobald

62&%>V—&FV—J§
Fur beli ebig grofie/kleine € lasg sich demzufolge immer ein & angeben.

Ix-5<e

Aufgabe 11.2.

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit:
Aufgabe 11.2.1.
f(x) =[x, dom(f) =R

Ldsung

|10 = F06) =X =

Diese Funktionist in R stetig.

Aufgabe 11.2.2.

5

f(0=Ox_2' **2%a0R
Ha x=2

LOsung

Fir x£2 ist die Funktion stetig. An der Stelle 2 istsie es, wenn Iim2 f (X) = a. Durch Umformen
X

entstent rechts- und linkssiti g der Stelle 2:
2
- + -
f0=X 4 _ (x+2)(x 2):x+2
X=2 X=2

Nur fir a=2+2=4 it die Funktion an der Stelle 2 stetig. Fir alle angren aist sie unstetig.
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Aufgabe 11.2.3.

sinx
F0=H x Xx#0
H1 x=0

Ldsung

sinx
Die Funktion istin R{ 0} stetigundihr Grenzwert an der Stelle O ist:

Iim|sin X| _|cosD
X~0| X | 1

Aufgrund dieser Tatsacheist f(x) stetig.

Aufgabe 11.2.4.

in X
Eb;, 0
f(x):D|x| X
H1 x=0

LOsung

. sinx .. sin X
Iim —==Ilim ————=-1 aber
X 0— |X| X 0- X

Dasich an der Stelle O der links- und der rechts<iti ge Grenzwert unterscheiden, ist f(x) unsetig.

Aufgabe 11.2.5.

1
f(x):%’s'”;’ x#0 anr
Ha x=0

LOsung

1
IIrT}) SIN— existiert nicht, da man fur jede Zahl c[-1,+1] eine Nullfolge bil den kann mit der
X~ X

1
Eigenschaft SINn— — C.
Yn
Begrindung: Setzt man
a =arcsinc
1 fir n=1,2,...

yn_a+27'1n

0ist
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sin—+ =sin(ar + 2m)=sina =c.
n

Da sich an der Stelle 0 kein Grenzwert ermitteln [&sg, so ist f(X) dort auch nicht stetig.

Aufgabe 11.3.
Finden Sie die Ungtetigkeitsdellen der folgenden Funktionen:
Aufgabe 11.3.1.

X

ey R

f(x)=

Losung
An der Stelle-1 ist f nicht definiert undder Grenzwert o, sieist dort nicht stetig.
Aufgabe 11.3.2.

1+ X

f(x) = ,
=T

xOR

Ldsung

Zwar ist f bel —1 nicht definiert, der Grenzwert betrégt jedoch nach de I’ Hospital:

o 1+x .01 1
lim 5 =1im == . Dadiesder links- und rechtsiti ge Grenzwert ist, ist die Funktion an
x--11+x°  x-13x* 3

dieser Stelle stetig.

Aufgabe 11.3.3.
1
f (x) =arctan—, xR
X

LOsung
Ander Stelle 0 it f nicht definiert. Der linkssitige Grenzwert ist

: 1 . m o 1 . m
lim arctan— = lim arctanx = —— , der rechtsitige lim arctan- = lim arctarx = +E'

x-0- X X-—o 2 X0+ X X
Dieser Unterschied zeigt, dassf nicht stetig sein kann.

Aufgabe 11.3.4.

x? -1
f(X)=— ,xOR
) x3—3x+1

Ldsung

Der Nenner der Funktionist 0 an dendrei Stellen—1879,+0,347 und +1,532 (@uf 3 Nachkommastelen
gerundet), deshalb it f dort nicht definiert. Der linksseitige Grenzwert ist jeweil s -0, der rechtssitige
+00, d.h. deshalbist f nicht stetig.
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Aufgabe 11.4.
Essei f,dom(f) = Reine getige Funktion. Zeigen Sie, dassauch F(X) .= | f (X)|,d0rT(F) =R eine
stetige Funktion i<,

Losung

Die gegebene Stetigkeit von f bedingt, dassfir jedes € >0 esein >|X— X0| gibt, so dassauch

£>|f(x) = f (%) gilt.

Aus der Beziehung | f (X) = f (%o)] 2| F (x)| =] f (%) folgt |  (x)| =| f (%,)] =|F () = F (%,)| und daraus
100 = 1(%) 2[F () = F (%)

€ 2|F(X) = F ()|
Dies zeigt, dassauch F (X) eine stetige Funktion ist.

Aufgabe 11.5.
Entscheiden Sie, ob die folgenden Funktionen gleichmaldig stetig sind:
Aufgabe 11.5.1.

f(x) == don(f) =[-11]

f— X2 !
Losung
Die Funktion ist stetig im Definitionsbereich, dasiekeinerlel Spriinge éc. aufweist. Die gleichméliige

Stetigkeit folgt daraus, dasssie sowohl stetig, als audh ihr Definitionsbereich abgeschlossen urd
beschrénkt ist.
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Aufgabe 11.5.2.
f (x) =In x,dom(f) = (0,)
Lésung (de Referenzlsung enthommen)

Die Funktion ist nicht gleichmaliig stetig.
Wenn f gleichmaRig stetig ware, so musge fur dle X, y [ (0,1) dieAussage | f(x)—f (y)| <& aus

1 o 1
|x—y|<6 folgen. Fr X, =—+E und Yy, =— (n =1,2,...), dieas Vertreter aus dem Interval
n n

genommen wurden, miisgen sich die Behauptungen validieren lasen. Dasist jedoch nicht méglich.
1+5_1

Zwargilt|xn—yn|=n >

o)
= 5 <0, die Schluf¥olgerung lautet aber:

1f(x,) = f(y,)|=[Inx, =In yn|:Inﬁ<£

Letzteresergibt:
X £
N <e
Yn
X, <€y,
X, =Y <€Y, =Y,
X, = Yo < (ef —1)yn
o e -1
—<
2 n
2l -1)

o<—~—~H
n

Fir groRe nist dannaber &0 — O, wasder Vorausstzung 0 >0 widerspricht.

Aufgabe 11.5.3.
() =1 don ) = (0,)
X

Losung

Die Funktion ist stetig in ihrem Definitionsbereich, sogar in don( f), = [0, 7'[]. Dieser erweiterte
Definiti onsbereich ist abgeschlossen und beschrankt, deshalbist dort f gleichméaRig stetig. Wennsie
aber in diesem Intervall diese Eigenschaft hat, so hat sie sieauch in jedem Teilintervall, a'so auch in

don( f) =(0,77), dh. f ist im gegebenen Definitionsbereich gleichmaRig stetig.
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Aufgabe 11.5.4.
f(x) =e* cosl,don( f)=(01)
X

Lésung (der Referenzldsung entnommen)

Die Funktion ist nicht gleichmaliig stetig.

1
Fir X, =—— und Nn=12,... gilt:
nrr
1 1

£ (%)= f (X,) =€ cosn—e™" codn + 1)

1 1

=e(-1)" — e (-1

Weiter:

(%) = F (%) =|(-2)" %nn + i

1 1

—_ enr[ + e(n+l)n

1 1
Dastets €* >1 fir >0 kann man abschatzen, dass e +e(™7 > 2.
Wéhlt man nun 0 < & <2, so kann man fir hinreichend grof3e n die Gleichung |Xn - Xn+1| <o

finden, flir die man aber die Bedingung O < & < 2 nicht erfullen kann.
Die Annahme fiihrte zum Widerspruch, die Funktion ist damit nicht gleichméidig stetig.
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Aufgabe 11.5.5.
f (x) =+/x,don( f) ={x0OR: x>0}
Losung

Die Funktion ist gleichmédig stetig.

[£(x) - f (@] =]yx —a
sl s
o

_ |x-4a
ot

e
P

% ~a<elx +Val

Fir [x, —a <& folgt, dassfur & = s‘\/z +\/5‘ diese Bedingung sichimmer afiillen l4sg, d.h. f
somit gleichmédig stetig i<t.
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