Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

Aufgabe 13.1.

Finden Sie éne Differentialgleichung 1.0rdnung, die die Funktion f (X) = xe* , x>0 aseine L6sung hat.

Losung
Esmuss f'=G(x, f (X)) =G(x,xe™) sein:
f(X)'= (xe‘xz)
=e™ +x[{-2x)e™
=e™ [(ﬂ— 2x2)
=xe ™~ ﬂ - ZXH
[X H

- £ (0 It - 2xH
x 0

f(x) ist somit eine Losung der Differentiagleichung f (X)'= f(X) [@K% - ZXE

Aufgabe 13.2.

Finden Sie die Riemann-Zwischensumme ZS(Z,,f) fir jedesn=1,2,..., f(X) =1+ X und [a, b] = [—1,4], wenn
Sie éne &quidistante Zerlegung {I ﬁ”)}E:l, M= [Xf(rl)l, Xﬁ”)) von [-1,4] annehmen und den Zwischenwert
m = XAt
“ 2

setzen.

LOsung

(b-a)k _5k _
n n

k-1

x" =a+ 1

XM + x(
2
f(xX)=1+x

&) =1+

() —
k

(n)
01
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25(z, f)=lm > 1€

EM e @

Zlim y 1+

n-oo f

n- oo

(M) 4 3 ()
:"mZE X" + x! LﬂS(k 1) 5k
n

n (M) 4 (M
XM +x

=lim= ZE S A S % 1-K

n_.oon

5 n

=lim Z
n- oo n

n—vOO n

2+x" + xi‘(”)

= lim— i(2+ X" + x‘”))

—5+L|[ro1°—n W 1B+E1Ek—1%

—5+I|m—ZEE k 1+k 2

n- oo n
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Aufgabe 13.3.

Finden Sie die Riemann-Untersumme US(Z,,f) und de Riemann-Obersumme OS(Z,,f) fir jedes n=1,2,... und die
folgenden Funktionen, wenn Sie éne aquidistante Zerlegung annehmen (h=1/k):

Aufgabe 13.3.1.
f(x) =x2, [a,b] =[- 23]
Losung
Ich verwende wieder eine &quidistante Zerlegung, wobel k von 1 bis 5n [&uft.

(b-a)k _k
n n

X" =a+ -2

K =222

Die Flache unter Graphen von —2 bis 0 ist ebenso grofd wie die von 0 bis +2. Dementsprechend zerlege
ich die Funktionin 3 Teilf l&chen (-2...0, 0...+2 und +2...+3).

5n
US(z,, ) =lim 5 f(m)1{”

_||mE:ZnI (n))2 ;ﬂ (n))21 2ﬂ( (n))215
=lim = ZnEE 2g ZELl 2g ;Eu 2gH

n-en n+]_D +]_D

Andert man den Laufindex, so dass er stetsbei Null beginnt, undsichder zweite Term auf den ersten
zurtickfihren 18sg, entstent:

US(ZH,f):"m%“fgm_—k_zg+§13Lm_2g+§g—l+7m+l_2gﬁ
L N O &0 n 0 &0 n 0

n-o N

:"ml%D ng Zn_l g 2%+2§H

n-o N

:Iiml%znz:EEg 2%+2g5

n-o N

—Ilm— ngz zk+2n)H

n—»OOn D

—leon—éIZZkz Zkz Z4nk2 zng
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il n(n 1

Die Summenformeln Zk = n(n+1)(2n+1)

und Z’ k? = en weiter:
2n—l

US(zn,f)—”[rln— ZOkZ zkz z4nk+z4n

_ 1BZ(Zn D2n(4n-1) (n Dn(2n- 1) (n 1)n H
=lim
nowon® 6 6 O
—iim n(2n-1)(4n-1)+(n-Hn(2n-1) +12n*(n- 1)+24n3
e n? 6
_ i (320° ~24n® + 4n)+ (2n° —3n? + n)+ (12n® ~12n%)+ 24n°
n-o 6n°
_jim 70n® -36n° -7n
n-o 6n°
=35
3

Ich verzichte auf die genaue Rechnung der Obersumme, das Ergebnisist ebenfalls 3—5 , der Rechenweg
ist ahnlich.
Aufgabe 13.3.2.
f(x)=vx [ab]=[0]]
Ldsung
Die Funktion ist monoton steigend, demzufolgeist m™ = f (x(™) und M = f (x(").

US(Zn’ f) :”mo Zrnén) |én)

=lim 1/
n- o n

o Zf

n
An diesem Punkt muss man aufhéren, da es keine Summenformel fir ;\/E gibt.
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Aufgabe 13.3.3.
f(x) =2, [a,b]=[010]

Losung

k
Esbietet sich die &quidistante Zerlegung X{” =10— an.
n

n
US(Zn, f) :Hmo;n\gn) |én)
n %110
=lim ) 2" |—
n- oo = n
— i 10 d 10 .
=lim = g(Z )y
n bE ab _1
Die entsprechende Summenformel lautet Za "=—
- 2" -1
Darausergibt sich:
.10 2%-1
US(Zn!f):LI[T;LF 10
2n -1
Weiter kannich mit elementaren mathematischen Mitteln die Gleichung nicht auflésen. Das per
10 2" _1023

=—"°°214759

Integralrechnung bestimmte Ergebnisist IZX dx=— n2
n
0

In2

0
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Aufgabe 13.4.

Finden Sie die Riemann-Untersumme US(Z,,f) firr jedesn=1,2,... f(X)=x", [a, b] = [1,2] wenn Sie dne

(n)
X

geometrische Zerlegung {I ﬁ”)}E:l, 1M = [Xf('l)l, Xﬁ”)) von [1,2] annehmen, d.h. % =q, >1 fir jedes
Xk—l

k=1,2,...,n.

Losung

Die geometrische Zerlegung des Intervalls lasg sich umschreiben als X =g x{"), = g‘x{".

Da X =1 ig, gilt sogar X™ =X . Ausder zweiten Grenze X =2 folgt " =~/2, dh. g, =%/2 bzw.

k
XM =20,

n
US(z,, ) =lim m{™|{| (M

n
— i (n) () _ y(m
- L'rjl (Xk—l (Xk Xk—l)

nOktfgk Kk
= lim %2 Ezn—zn%
n-o =

n-1
=lim

n- o

=0

=lim

n- o

N I I A

i

n n-1 —nAn n__
Mit Hilfe der Formel fur die geometrische Reihe qu_l = Z}qk = 11 (L Z(L—l erhalt man
55
US(z,, )= [2-1)F 2
2n -1
_3uf2-1)
E
2" -1
B 31
T4 3 2 1 0

20 420 420 420 420
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4 3 2 1 0 31
Aus lim 2" =lim 2" =lim 2" =1lim 2" =lim 2" =1 folgt US(Z,, f) ZE

n- oo n-oo [N n-oo n- oo

Aufgabe 13.5.

Berechnen Sie diefolgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Riemann-Integra summe (Riemann-
Zwischensumme, Riemann-Untersumme, Riemann-Obersumme).
Wahlen Sie @ne giinstige Zerlegung des I ntegrationsintervals !

Aufgabe 13.5.1.
1

Ixzdx

0

LOsung

1 k
Die Funktion ist in dem gegebenen Intervall monoton steigend, es gilt fir < Eé”) < — dets
n

m™® <& <M ™. Aus Griinden der moglichst einfachen Berechnung wihleich aufgrund dieser

n(n+1)(2n+1) sy

n
Monotonie die Obersumme. Zusétzlich wird die Beziehung Z’ k? = enutzt.

Den Integrationsintervall zerlege ich aquidistant:

OS(Zn, f):”moZMén) |én)
=1

=lim ZEESB%

nom O N
o1
=lim =Y k?

—im 1 dj(n +1)6(2n +1)

n- oo n3

—im iz n+(2n+1)
n-en 6

2n>+3n+1

=lim 5

n-e 6N
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Aufgabe 13.5.2.

1

“dx,a>0
'!a X, a

Losung

Die Funktion ist in dem gegebenen Intervall monoton steigend, es gilt fur

-1 k
<EM <= gets
n

m» <& <M ™. Diesmal bietet sich die Zwischensumme an.
Den Integrationsintervall zerlegeich erneut &quidigtant.

(n)

Z9(z,, f) = lim ZE‘”)
Sim S an

n- o - n

Auch jetzt entstand ene geometrische Reihe. Wiederholt setze ich deshalb die Forme

n n _1 .
29" Zq - (L =
k

n-1 X
ZYz,,f)=Im ) a" G1:

n- o = n

—IlmiE—Ll
an -1

—jim lga 1

N 1

an-1

Jetzt erkennt man, dassder Zéhler sich ds natiirli chen Logarithmus darstellen 18sg, da die Gleichung

1
Inx=1im nE@ —1Estetsgilt:
n- o

Z9(z,, ) = (@-1)lim %

n- oo

-
A 1
=(a 1)@IE
_a-1
Ina
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Aufgabe 13.5.3.
1
I_Z dx,0<a<b
X
a
Hinweis: Setzen Sie den Zwischenwert & =/ x{"x{") | k=1,2.....n.
Losung

Essei 0 =b—a. Dannist bei quidistanter Zerlegung Xﬁ”) =a+od df , wobei k von 1bis n l&uft

n
m=9 o , . L 1 _ 1
und | ¥ =—. Die Betrachtung der Zwischensumme (siehe Hinwels, esist =
(n) (n) 3 (n)
n Enf xOx
li efert:
n
ZYz,,f)=Iim

1 2
”“m;Eamdf%md(;lH n
0 = nm n o
=lim N 1 @

n~w;i(an+5k)i(an+5[qk_l)) ’

. an+dk—(an+3{k-1))
n-= ¢ (an+d [k -1))fan+ 5 k)

o 1
_Lmonz,ﬁimé an+6kE

1 1

-1
=limn Z
n-o & an+dk an+9dk
=limn
n-o an+6k an+6k an+6n
=lim n%— E
n-o n an+Jdn
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Aufgabe 13.5.4.
n

2

I sinx dx

0

Lésung (Recthenweg komplett der Referenzl Gsung entnommen)

Die aneut &quidistante Zerlegung bedeutet, dassk von 0 bis %4rtlauft. Somit ergibt sich:
T T

XM == = tnd | M = Esentstent:
2n 2n

ZYz,,f)=Ilim — DZ_:smELH

n-o 2n 2n 0

Wenn man die Eulersche Forme im komplexen Zahlenkdrper beachtet, kann man die Gleichung
€™ = cosxisinx umformenund erhdt sinx = Dm(e'X ) Fur die Zwischensumme bedeutet das:

BT
ZYz,,f) —I|m2—DDm§e 2n E
n-e =

Jetzt ist eine geometrische Reihe entstanden, die sich auflést nach:

10

7Yz, f)‘L'[TJOZ—DDmD?D
& -1
sinLn_l)

il 4n
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Aufgabe 13.5.5.

Icost dt, x>0
0

Lésung (Rechenwegdmplett der Referenzl Gsung entnommen)

Die Vorgehensweise ist die gleiche wie in der Aufgabe zuvor. Die dazugehdrige Gleichurg fir die
komplexe Darstellung van cos lautet COSX = [ e(eix ):

X " kx
Z ,f)=Ilim— CcOS—
S(z,, 1) nDZo -
.Eﬁ
=lim = D]] E
n-o N =

=lim = D]]efH
n- o n
1

X sin— E:osM
= lim 2 3—2 - 2n
. sin-—
2n

. . X X

=lim 2sin—cos—

n-o 2 2
=sinx

Aufgabe 13.5.6.

Zeigen Sie, dassdie Riemannsche Funktion

0 xO[01)/Q
r(X):Di :—pDOI
B q oyne

- wobel p und q teilerfremd sind - integrierbar it.

Lésung (komplett de Referenzlésung entnommen)
Esssi £ >0 und M, :={x0[0,1]: r(x) = €}. pa x0[0,1], gilt fur ng ,dass0< p<q. Aus

—EDM folgtq<1 Damit gilt fur X = EDMEdieRelation 0< qusl.Somitbestehtdie
& &

Menge M, ausendlich vielen Punkten. Wir setzen
or(x)  xO[03/Mm,
00 xo[o1n M
Fernen setzen wir d, (X) := r(X) —r.(X) . Die Funktion ist offensichtlich nur fur X1 M, verschieden von
Null, d.h. die Funktion d,ist nur in endlich vielen Punkten verschieden von Null.

r.(X)=0
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Esqgilt

| O% [
O% [
m_1

1 1
+(d,
=l
1
Da d, nur in endlich vielen Punkten verschieden von Null igt, findet man Ids =0. weiterhin gilt

1
r.(X) <e, xD[O,l],was'[r£ < € impliziert. Somit erhalten wir
0

r<

l

I <e¢

0
1 l 1

Da £ beliebig klein gewdhlt werden kann, folgt OZIr =Ir . Folglichigt r integrierbar undIr =0
0 0

o
|o'l [
IN
O% H|
O% H|

Aufgabe 13.5.7.

Zeigen Sie, dassfir die Funktion
Dl x0[01]n Q
f(xX)=
xO[oa]/Q
1 1
das Integral I|f| exitiert, jedoch das Integral If nicht existiert.
0 0

Ldsung

Esgilt:
01 x0[01]nQ

10912 ‘ 1 xD[Ol]/Q‘
_d x0[pynQ
x0[04]/Q

=1 xO[o]]

[IT (9] dx=x,

=1
Das Integral von | f| existiert und ist 1.

1 1 1 1 1

Anderssientesbei f aus. Hier ist —1:If <If =1 DaIf ¢If existiertIf nicht.
0 0 0 0 0
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