Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

Aufgabe 13.1.

Finden Sie éne Differentialgleichung 1.0rdnung, die die Funktion f (X) = xe* , x>0 aseine L6sung hat.

Losung
Esmuss f'=G(x, f (X)) =G(x,xe™) sein:
f(x)'= (xe‘xz)
=™ +x[-2x)e™
=™ [(Jl— 2x2)
Die Gleichsetzung ergibt:

f(X) = f'(x)
xe* =™ E(&— 2x2)

x; entfallt, danur positive Zahlen als Lésung zugelassen wurden.
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Aufgabe 13.2.

Finden Sie die Riemann-Zwischensumme ZS(Z,,f) fir jedesn=1,2,..., f(X) =1+ X und [a, b] = [—1,4], wenn

Sie éne aquidistante Zerlegung {I (”)}k 2k m = [Xf(”)l, X(”)) von [-1,4] annehmen und den Zwischenwert
(n) (n)
(n) — Xk -1 + X

N T setzen.

Ldsung

X = a4+ PZAK_SK_
n n

K =20

) — Xea X"
“ 2
f(x)=1+x
fE") =1+
| (n)

2S(z, 1)=im 5 1€

~lim S (1+5<“q5BM 1B—EE %

(n)
01

) 4y
—im Z% X" + x! LﬂS(k 1) 5k
N n n

(M) 4 (M

X +x
=lim= ZE k-1 k%lﬂ
n_.oon

5& 2+ x +x"

_rlwlmnzl 2
= lim = i(2+ X" + x‘”))

n—vOO n

=5+H[r!° > %‘M 1@%‘#—1%

—5+I|m—ZE-)§ (k-1+k) ZH

n-o n D
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— jim 2200 +1)
273

n-o N

25(n+1)

=lim ———~=
n-e 2N

. 5n ZSH
=lim +—
n-o2n 2n[]
_25
2

Aufgabe 13.3.

Finden Sie die Riemann-Untersumme US(Z,,f) und de Riemann-Obersumme OS(Z,,f) fir jedesn=1,2,... und die

folgenden Funktionen, wenn Sie éne aquidistante Zerlegung annehmen (h=1/k):

Aufgabe 13.3.1.
f(x) =x2, [a,b] =[- 23]

Losung

Fir x<0 ist die Untersumme x,, fir x>0 dagegen X,.;. Aquivalent muss man fur die Obersumme
verfahren. Um die Summen jeweil s definieren zu kdnnen, mussich voraussetzen, dassn jeweilsein

Viefachesvon 5ist, was bei hinreichend grofien Werten kaum ins Gewicht féllt.

(n) —
X, =a+

k-1
n

(b-a)k _5k _
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US(z,, f)=lim Z f (™)1

~lim f(m‘”)) k=D _H k—2%
n-oo £ n ] On
| " Bk-1 30
=lim=p Eg—2g+ Z EM—ZSD
e n :Dn D k n+lD n DH
2 ] n —1\2 -
=lim > ok _ﬂk+4§+ > 325('(21) _20k-D L,
n n A G n
5 5k2 20k [ & [25k?-50k+1 20k=-20
o e L e,
— k:gn+l
2 ] —_
ST W5 o
n-e n n o0

k== n+1

- 50k

:Iim§§1n+§i¥—4k%+
N-c n & n

H

o BEBO[BK
_20+leﬁ%g% 4k%

—20+||m§ik551<—45
n o

n- oo n

k== n+1

=20

Aufgabe 13.3.2.
f (x) =+/x, [a,b] =[01]

Losung

+20

+4

Die Funktion ist monoton steigend, demzufolgeist m(™ = f (x(™) und M ” = f (x(").
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US(z,, ) =lim Zmﬁn)

Mif

Z\/k_—l

=lim
=lim —

n\/—

=lim

Aufgabe 13.3.3.

()
I k

“lm =5 ¥k

f(x) =2, [a,b]=[010]

LOsung
09z, f)—llm M i
n 10k
=lm?) 2" 10
noo e n
10 K
=lim =Y (2'%)n
mn;(f
= lim 10 21024n
n-e
Aufgabe 13.4,

Finden Sie die Riemann-Untersumme US(Z,,f) flir jedes n=1,2,...

geometrische Zerlegung {' (n)}k 1’
k=1,2,...,n.

Ldsung

™ = [x

o, X(n)) von [1,2] annehmen, d.h.

Die Funktion ist monoton steigend, demzufolgeist m(™ = f (x{").

(n)

()
k-1

f(x)=x", [a, b] = [1,2] wenn Se dne

=q, >1 fir jedes
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()
I k

US(z,, f) =lim Zmﬁﬂ

=lim ZE&Hk—lg

n- o

= fim iE”kT_lg

n-oo fem

_mz% 2(k-1) k2—2k+1§

Aufgabe 13.5.

Berechnen Sie diefolgenden bestimmten Integrale mit Hilfe der Riemann-Integra summe (Riemann-
Zwischensumme, Riemann-Untersumme, Riemann-Obersumme).
Wahlen Sie @ne giinstige Zerlegung des I ntegrationsintervals !

Aufgabe 13.5.1.
1

Ixzdx

0

Ldsung

k- k
Die Funktion ist in dem gegebenen Intervall monoton steigend, es gilt fir —— E(”) < — dets
n n

4 n(n+H(2n+1
m» <& <M ", Zusitzich wird die Beziehung Zkz :% ausgenutzt,

Den Integrationsintervall zerlege ich aquidistant.

()
I k

us(z,, f):”moZnyﬁ”)

-im 5 0
W%;ZW

—im 1 dj(n 1)(2n 1

n—'oon

. 2n*=3n+1
=lim ————
n-e 6N
-1

3
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()
I k

0S(z,, f)=lim Zmﬁm

=lim ZEEgd:
nef=NO N
—Ilm— k?
m 5>
—im 1@(n+1)(2n+1
n-w 3
2n®+3n+1
=lim ————
n—o 6n
_1
3
AR
> :
|(n)

25(z,,)=lim 3 &)

kg

"”ﬁ ﬁ

Ich wahle &M =

. i[n4—:r:3;(4k2—4k+1)

1 Bdn(n+1)(2n +1) n(n +1) + nH

" 4n? 6 2§
3
= fim iag“l
n-e4n® 3
-1
3

Aufgabe 13.5.2.

1
*dx,a>0
'!a X, &
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Losung
k-1
Die Funktion ist in dem gegebenen Intervall monoton steigend, es gilt fir —— < Eé”) < — dets
n n

n
m» <& <M ™. Zusitzich wird die Beziehung Z k? =

Den Integrationsintervall zerlege ich geometrisch.

()
I k

US(z,, f) =lim Zml‘(”)

n k1
=lim ) anr E{/ﬁ

n- o

n ko,
=lim Q/ﬁ[Ze"

n- o

Aufgabe 13.5.3.

b1
I—de0<a<b
) x

Hinweis: Setzen Sie den Zwischenwert & =/ x{"x{") | k=1,2,....n.

Ldsung

Aufgabe 13.5.4.
m
2
I sinx dx
0
LOsung

Aufgabe 13.5.5.

Icost dt, x>0
0

Losung

Aufgabe 13.5.6.

Zeigen Sie, dassdie Riemannsche Funktion
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0 xd[01/Q
09=0L x=Ppos
B q U

- wobel p und q teilerfremd sind - integrierbar it.

Losung

Aufgabe 13.5.7.
Zeigen Sie, dassfir die Funktion
01 xO10nQ
=gt Xl
o1 x0[01/Q

1 1

das Integral I|f| existiert, jedoch das Integral If nicht existiert.
0 0

Ldsung
Esgilt:
Jor xOfognQ
|f(x)|_‘%—1 xD[O,l]/Q‘
~ 1 xO03nQ
a xOfoiQ
=1 xO[o]]
[1100 dx=x
=1

Das Integral dieser Funktion existiert und ist 1.
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