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Aufgabe 6.1.

Man zeige durch vall sténdige Induktion, dass

’?J
I

(2k —1)(2k +1)

(nON) gilt und beweise damit die Konvergenz der Reihe Z’ a,!

LOsung
l. Induktionsanfang:
Fur n=1 gilt:
= 1 _ 1
; (2k-1)(2k+1) 20+1
1 =
(2n-1)2m+

wlr &
Wik Wik

Il. Induktions<chritt:

Sn-'-a-n+1:Za'k+a’n+l
=1

n 1
“on+1” (2(n+1)-1)(2(n+1)+1)
“on+1 (n+1)(2n+3)
_ n(2n+3)+1
" (2n+1)(2n+3)

20 +3n+1
- (2n+1)(2n+3)
(2n+1)(n+1)
(2n+1)(2n+3)

_ n+1

 2n+3
(n+1)

2(n+1)+1

- Sn+1
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1. Induktionschluss

4 1
Das, +a,,, =S, gezigtwurde, trifft die Aussage Z’ (

= n fur dlenON zu.
2k-1)2k+1) 2n+1

Aufgabe 6.2.

00

1
Man zeige, dassdie harmonische Reihe Z’ E divergent ist.

Ldsung

Die Anwendung der Asziativgesetze und eine pasende Abscrmzung ergibt:

1 1. 1.1
_1+ +E+ %%+ +—+— E+ [Q_l+1 2"D
>1+= +E+1B+E+} —+ +B—+ +—H

Il
:1+£+2G1—+4E}r+...+2”‘1t-)1—
2 8 2"
11 1 1
=14+ =+ =
2 2 2 2
n

=1+—

Da jedes Element der harmonischen Reihe stets groiRer als die abgeschétzte, divergente Reiheist, ist auch die
harmonische Reihe divergent.

Aufgabe 6.3.

3.1

Man zeige, dassdie Reihe Z %
7

=1

divergent ist.

Ldsung

Durch Umformen von a ergibt sich:
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Diesist keine Nullfolge, somit ist Z’ak = Z%T divergent.

Aufgabe 6.4.
0 k+ k
Man zeige, dassdie Rethe » ———- konvergent ist.
= 4" +5
Ldsung

Der Quotient zweier benachbarter Folgengli eder ist:

2k+1 +3k+l
a ~ 2°+3
4 +5
_ (2k+1 + 3k+1X4k +5k)
- (2k +3k X4k+1 +5k+l)
B 2k+14k + 2k+15k +3k+14k +3k+15k
2k4k+1 + 2k5k+1 + 3k4k+1 + 3k5k+l
_ 2%4*2+2"5* 2+ 3“4*3+ 353
24444+ 2*5*5+ 3444 + 355

Jedem Summanden im Zahler kann ein Summand im Nenner zugeordnet werden, der die gleichen Potenzen bel
gleicher Basisaufweist und sich nur durch einen K oeffizienten unterscheidet. Dabei ist fir alle k der
entsprechende K oeffizient im Zahler kleiner alsim Nenner:
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2K4%2< 24444

2k5¥2 < 245%5

3“4"3<3"4*4

3“5*3< 355

Darausfolgt:

2442+ 252 +34*3+35*3 _a,,,
2444+ 2*5"5+ 3" 4“4+ 355 a,

<1

Dies entspricht dem Quiotientenkriterium von d’ Alembert, das als Konsequenz die Konvergenz obiger
Partial summenfol ge hat.

Aufgabe 6.5.

00

Man beweise die Konvergenz oder Divergenz der Reihe Z’ a, fur (jeweilskON)

l. =
. VkZ+1

Ldsung
I Esig
N ! :i+i+ ! +...+ ! + !
N R RN TN e e e
>i+i+ ! +...+ ! + !
Ja o 16 Jh-1+17  (n+2)
1 1 1 1 1
S R el TR e
2 3 4 n n+l
_n+li
A
1 1
= -1 —
nh+1 %Zk

n

1
Da bereitsin Aufgabe 6.2. gezeigt, dassdie harmonische Reihe Z E divergent ist und fir grofen

auch I|mB— 1B= -1 ist, ig Z

n-e[n+1

eine divergente Folge.

1
vk +1
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Il. Die Abschétzung
1

1 1
< =
Jki+1 kb K

1

Vk*+1

(o] (o] 1
lasg schlusolgern, dass Z eine konvergente Folgeig, daauch Z—z konvergiert.
= = k

Aufgabe 6.6.

Man zeige die Konvergenz der alternierenden harmonischen Reihe Z’ (— 1)k G:(i :
Losung
In der Vorlesung ist gezeigt worden, dassdie Folge a, = E eine Nullfolgeist. Somit trifft auf

n
S, = Z (— 1)k G:(i das Leibnizkriterium fur alternierende Reihen zu, welches besagt, dass, wenn a eine
monoton fallende Nullfolge ist, auch s, kornvergiert.

Aufgabe 6.7.

Man bestimme den Konvergenzradius der Potenzreihen (xOR)
o] 2k3 K

. Z ——X
=3 k - 4

© k+l
. X
Z,2k2+k

Losung

l. Der Konvergenzradius dieser Potenzreihein R ist:
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p=Ilim

Kk - o

=liml—————=——
ot 2(k +2)°

=lim

"4t

- (2k? - 4)Kk® +3k? +3k +1)

=lim
ol k® +3k* —k® —11k? —12k - 4|

=liml—
K — o0 k5

=1

a

a'k+l
2k3
K:-4
(k+1)° -4
2k? ((k +1) - 4)|

Kk +2k-3) |

k® +2k* +3k°® |

k5

. Der Konvergenzradius dieser Potenzreihein R ist:

p=Ilim

Kk - o

=lim

Kk - o

=lim

Kk - o

=lim

Kk - o

=lim

Kk - o

=lim

Kk - o

a'k
Bt

k+1 ‘
2k* +k
k+2
2(k +17 +k+1
k+1
2k* +k
k+2
2k*+5k +3
(k +1)(2k? +5k +3)
(2k?+Kk)k+2) |
2k? +7K? +8k +3|
2k®+5k? +2k |
2k®
23
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