AUFGABEN “ANALYSIY
3. Vorlesung

3.1 Zeigen Sie, daf

3.1.1 die Folge <1 + %>ZO:1 konvergiert und der Grenzwert 1 ist, d.h.

) 1
khjgo (1 + E) =1, (1)
3.1.2 die Folge (1+ (—1)*+ ;11 konvergiert und der Grenzwert 1 ist, d.h.
lim ( 1+ (—1)’cl =1 (2)
k—o0 k ’

[e.9]

3.1.3 die Folge ((—1)*(1+ 1)),
3.1.4 die Folge < k >72, nicht konvergiert.

, nicht konvergiert,

3.2 Weisen Sie nach, dafl

3.2.1 die Folge < k >72, keine Cauchy-Folge ist,
3.2.2 die Folge < pr >724,

1
1+ pi’

pri=1 and ppy =1+ keN, (3)

eine Cauchy-Folge ist, d.h., fiir jedes € € Q. existiert ein k(e) € N, so daf fiir
k,l > k(e) die Ungleichung |px — pi| < € gilt. Zeigen Sie, dafl die Folge nicht
konvergent in Q ist.

3.3 Zeigen Sie, daf

3.3.1 die Folgen <%>;O:1 und <k—12>:;1 dquivalent sind,

3.3.2 die Folge < p, >¢2,, definiert in Aufgabe 3.2.2, und die Folge < g, >32,,

qk
=1 and =1+ , keN, 4
q1 qk+1 2 o ( )

dquivalent sind.
Beweis: Wir betrachten die Differenz

Pk+1 — Qk+1
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Aus (??) und (?7) erhalten wir
1 dk—1
=1+——  and 14— 5
Pr I+ pr—1 o 2+ gy )

fiir k = 2,3,.... Setzen wir diese Beziehungen ein, so finden wir

Prk+1 — Qk+1

Dk 2 (1+pk—1 1+Qk—1)

T4pr2+qe \24+pe1 24 G
Dk 2 1 1

= Pk—1 — qk—1
L+pr 24+ qr 2+ pr— 2+Qk71( )

fir k=2,3,.... Da

i 2 1 1 1 1
<1, <l ——< -, ——< -
1+ p 2+ qr 24+ pr—1 T 2 24 g1 T 2

fithrt das zu der Abschétzung
e+t — Graa] < 272 pre1 — e (6)

fir £ = 2,3,.... Bezeichnen wir k& + 1 als k, so nimmt die Abschétzung (?7)
die Gestalt

ok — ar] < 27%|pr—2 — qr—| (7)
an, k = 3,4,.... Wenden wir die Abschitzung (??) erneut auf sich selbst an,
so erhalten wir

Pk — il < 27%pr—2 — qu—2| < 27*|pr—a — Q4] (8)

fir kK =5,6,.... Allgemein finden wir

Pk — qel <272 |pe_or — Qi 9)

fiir 1 4+ 21 < k. Es sei k eine gerade Zahl, d.h. k = 2m. Dann ergibt sich fiir
l=m-—1,m=23,..., die Ungleichung

|D2m — Gom| < 2_2(m_1)|p2 — 2l (10)

Ist k£ eine ungerade Zahl, d.h. k = 2m+1, so finden wir fiir [l = 2m, m =1,2, .. .,
die Abschétzung

[P2mt1 — Goma1] < 272" p1 — @1l (11)
Da aber p; = ¢; = 1, folgt aus (??) pami1 = Gomer flr m = 1,2,.... Somit
bleibt nur der Fall (?7) zu betrachten. Da py = 3/2 und g2 = 4/3 ergibt sich
P2 — g2 = 1/6. Dies fiihrt zu der Abschéitzung

1y 1
[Pam — Gom| < 272 1)6' (12)

Aus (77?) folgt aber augenblicklich, dafl < po,,, — g2, > eine Nullfolge ist. Folglich
ist auch < pp — ¢ > eine Nullfolge. O



3.4 Beweisen Sie, dafi die Multiplikation von komplexen Zahlen kommutativ ist, d.h.,
es gilt
21 20 = 2o+ 21, 21,29 € C. (13)
3.5 Beweisen Sie, dafl die Ungleichung
H21|—’22H S |Zl—22, Zl,ZQE(C, (14)

besteht.



