AUFGABEN “ANALYSIS

13. Vorlesung

—z2

13.1 Finden Sie eine Differentialgleichung 1. Ordnung, die die Funktion f(z) = xe™™",
x > 0, als eine Losung hat.

Losung: Es gilt

%f(x) = (122%™ = (1 - Qx) re™ = (1 - 2x) f(@). (1)

x x
Damit erfiillt die Funktion f(z) die Differentialgleichung

d 1

0= (5 -2 o) )

13.2 Finden Sie die Riemann-Zwischensumme ZS(Z,, f) fiir jedes n = 1,2,..., f(z) =

1 + 2 und [a,b] = [—1,4], wenn Sie eine dquidistante Zerlegung {I,gn)}z 15 ],En) =

2V ™
[xén,)l, xén)) von [—1,4] annehmen und den Zwischenwert SI(C") gleich 5,(:) = %
setzen.

Losung: Die dquidistante Zerlegung ist gegeben durch

5k
x,(c):—l—i—— k=0,1,...,n, neN. (3)
n

Damit erhalten wir fiir die Zwischensumme

n (M) )
S(z My =3 (14 D= + T () _ (g
(Zn, f) = Zf _xk—l) = + B (2, —22) (4)

k=1
Setzt man ein, so folgt

n

25
Z8(Zn, f) =) _ 552k =1) Zk—2n221 (5)

k=1

Verwenden wir die Summenformel

so erhalten wir

2%n(n+1) 25  25n 25 25

29 ) = T T T o w2 (7)

12.3 Finden Sie die Riemann-Untersumme U S(Z,, f) und Riemann-Obersumme OS(Z,, f)
fiir jedes n = 1,2, ... und die folgenden Funktionen:

1



13.2.1

f(l") = $27 [CL, b] = [_2a3]7

Losung: Wir wahlen die dquidistante Zerlegung
k

x,i"):—2+;, k=0,1,...,5n, neN. (8)
Wir finden
2n 1 4n 1 5n 1
US(Zu £) =D @Y+ 30 @20+ 3 @)~ (9)
k=1 k=2n+1 k=4n+1
Dies ergibt
US(Zo, f) = (10)
2n 2 4n 2 4n 2
1 k k—1 kE—1
E{Z (_%E) + ) (—2+T) + ) (—2+ - ) }
k=1 k=2n+1 k=4n+1
oder
1 2n—1 M —m 2
Z = — -2 11
US(Zn, f) n{ﬁ;( + )+ (11)
e Mm4+1+m—1\" dn+1+m—1)\"
> {2+ + -2+
m=0 n m=0 n
Daraus folgt
US(Zo, ) =~ 3 (m>2 e (m)2 + ni (2+ m)2 (12)
" N n m=1 n m=1 n m=0 n
oder
1 2n—1 mA 2 n—1 mA 2
US(Zn, f) =~ {2 > (%) + ;} (2+ E) (13)
oder
1 2n—1 n—1
_ 2 2
US(Z,, f) = ﬁ{szlm +ZO(2n+m) } (14)
Es gelten Die Summenformeln
& 1
Zk — n(n+1) (15)
2
k=1
& (2n+1
SR = n(n+1)(2n+1) (16)
6
k=1
Folglich gilt
1 2n — 1)2n(4n — 1
1 fyen—mln-1)
n3 6
-1 —1 —1
s, (o= = 1)),



oder

US(Zn, f) = (18)

1 (2n —1)(4n — 1) 9 (n—1)(2n—1)
" {2 3 +4n°+2(n—1)n + 5 . (19)

Wir finden
70n? —39n + 5

Us(Z,,f) = ) 20
(2 )= 2 (20)
woraus limy, ..o US(Z,, f) = 2 folgt. Auf dhnliche Weise wird OS(Z,, f) be-
rechnet. O

13.2.2 flx) =z, la,b] =10,1],

Losung: Wir wahlen die dquidistante Zerlegung a:,i") = % Folglich gilt

S(Zur f) = \f — /2 (21)

Fiir die Obersumme finden wir

5(Zu. f) = — /2 Z V. (22)
Leider gibt es keine geschlossene Summenformel! O
13.2.3 f(z)=2* " [a,b] =[0,10],

Losung: Wir wahlen die dquidistante Zerlegung :c,g") = %. Es gilt

10X gy 10201

Ahnlich wird die Obersumme berechnet. d

13.4 Finden Sie die Riemann-Untersumme US(Z,, f) fiir jedes n =1,2,..., f(z) = 2!
n)

und [a, b] = [1,2], wenn Sie eine geometrische Zerlegung {I ") b I = [951,(C )17951(c )

2"
von [1,2] annehmen, d.h., (n) =q, > 1 fiir jedes k=1,2,...,n

Losung: Man findet a:,(cn) = qnx,(f_)l woraus x,(c) = qf;x(() ") ¢~ folgt. Da M =2
finden wir ¢" = 2 oder ¢, = /2, d.h. a:;") = (2)¥/". Daraus folgt

n

US(Zn, f) = Z(w2_1)4($2 — Tj_q)- (24)

k=1
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Setzen wir ein, so erhalten wir

US(Z,, f) = (25)
D (@)D ((2)R — (2)F D) = (2 = 1) Y (2)P (26)
k=1 k=0

Das ist eine geometrische Reihe. Somit finden wir

5 _
US(Zns ) = (2"~ ) s = en)
2Yr-1 31
Yoy T e e e &
man sieht leicht, da8 lim,, .., US(Z,, f) = % O

13.5 Berechnen Sie die folgenden bestimmeten Integrale mit Hilfe der Riemann-Integralsummen
(Riemann-Zwischensumme, Riemann-Untersumme, Riemann-Obersumme):

1351 [y a?de,

Losung: Es gilt

0S8(Z,, f) = (%) % — i Zkz _ n(n + 12:())271 + 1)’ (29)
k=1 k=1

woraus lim,,_.., OS(Z,, f) = 3 folgt. O

13.5.2 fol a®dx, a >0,

Losung: Wir finden
S(Zn, f) = Z ’“/” (30)

Das ist eine geometrische Reihe. Somit gﬂt

1 a—1
725 Zy, f) = ———— 1
S(Zn f) = - (31)
woraus lim,, ., ZS(Z,, f) = ln(a) folgt. O
1353  [PLde, 0<a<b,
Losung: Wir setzen xp, := a + dg, k=0,1,...,n, d =b— a. Benutzen wir den

Hinweis, so finden wir

n

1 d _ 1 1
252 ) = ; (a+ d%)(a+d%)ﬁ N ndkz:; na + kdna+ (k — 1)d’ (32)
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13.5.4

13.5.5

Daraus erhalten wir

Z5(Zn, f) =

k=1

woraus augenblicklich folgt

1 1 1 1
S(Zn, f) =m0 (na na+nd> a b

Offensichtlich gilt lim,, oo ZS(Zy, f) = L —

foﬂﬂ sin(z) dz,

Losung: Es gilt
S(Zn, f) = Zsm k7r/2n

Wir benutzen die Beziehung sin(x) = \sm( 7). So erhalten wir

n—1
ZS(Zn7 f) = %%m (Z eikw/2n> ]

k=0

Das ist eine geometrische Reihe. Deshalb finden wir
inw/2n __ 1
Y .
Z5(Zn J) = 5, 9m < gm/on — )
woraus folgt

\/§7T 1
4n sin(w/4n)

ZS(Zn, f) = sin(7(1 — %)/4)

Es gilt lim, o, Y2 Lo sin(m (1 — 1) /4) = 1.
Jy cos(t)dt, x> 0.

Losung: Wir verfahren wie zuvor.

25(Zn, f) =

ir ]
Zcos(k:x/n)f = e e’km/” = (e—) .
— n o n ex/n — 1

k=0

Daraus erhalten wir
1
28(Zy, [) = nmSin@/?) cos(z(1 — E)/2)

Folglich gilt lim,, .o, ZS(Z,, f) = 2sin(z/2) cos(z/2) = sin(z).

(33)

n n n—1 n
1 1 1 1
n(Zna+(k—1)d_k:1na+k5d>_n< na+d_k§na+kd>’

(34)

(36)

(39)



13.5.6

13.5.7

Wihlen Sie eine giinstige Zerlegung des Integrationsintervalls! Hinweis: Setzen in
Aufgabe 13.5.3 den Zwischenwert £,(€n) = \/wlgn)x,i@l, k=1,2,...,n.

Zeigen Sie, dafl die Riemannsche Funktion

0 : z€[0,1]\Q
7’(93):{5 L z=2€[0,1]nQ, (41)

wobei p and ¢ teilerfremd sind, integrierbar ist,
Losung: Es sei € > 0 und M, := {z € [0,1] : r(x) > €}. Daz € [0, 1], gilt fir 2 = p/q,
daB 0 < p < q. Aus © = p/q € M, folgt ¢ < 1/e. Damit gilt fiir x = p/q € M,

die Relation 0 < p < ¢ < 1/e. Somit besteht die Menge M, aus endlichen vielen
Punkten. Wir setzen

[ or(x) + xe]0,1]\ M
rf(x)_{ 0 : zel0,1]nM, (42)

Ferner setzen wir d.(z) := r(x) — r.(z). Die Funktion ist offensichtlich nur fiir
xr € M, verschieden von Null, d.h., die Funktion d. ist nur in endlichen vielen
Punkten verschieden von Null. Es gilt

1 —1 —1 —1
Oz/rg/rg/rﬁ—l—/de. (43)
J o 0 0 0

Da d, nur in endlich vielen Punkten verschieden von Null ist, findet man T(l)de =0.

—1
Weiterhin gilt r.(z) <€, x € [0,1], was [ re < e impliziert. Somit erhalten wir

T R L
Oz/rg/rg/re—i-/dege. (44)
J o 0 0 0

Da € beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt 0 = [ (1)7“ = T(l)r. Folglich ist r inte-
grierbar und fol r=0. O

Zeigen Sie, daf fiir die Funktion

f(x):{ 1 : z€[0,1]NnQ (45)

-1 : z€]0,1]\Q,

das Integral fol | f| existiert, jedoch das Integral fol f nicht existiert.

Losung: Da |f| = 1 existiert das Integral fol |f| = 1. Wir finden

—1:1:f<7;f:1. (46)

Da i;f £ T(l)f existiert das Integral fol f nicht. O



