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Aufgabe 3.1.1.

" . 1
Zeigen Sie, dassdie Folge p, :<1+%> konvergiert undder Grenzwert 1ist, d.h. es gilt: le§.+E@=l
k — 00

=1

Ldsung

Esig zu zeigen, dass < P, —1> eine Nullfolgeist:

1+£—]~<£
k

1
Da <1+ K —1> eine Nullfolgeist, stellt py eine konvergente Folge mit dem Grenzwert 1 dar.

Aufgabe 3.1.2.

00

Zeigen Sie, dass die Folge <1+ (-D* %> konvergiert und der Grenzwert 1ist, d.h. !(im Qﬁ (=D~ % @Z 1!

k=1
Ldsung

Die Vorgehensweise gleicht der aus Aufgabe 3.1.1.:

1+ (-D" % —]‘ <e

Das Ergebnis gleicht wieder dem aus Aufgabe 3.1.1., d.h. auch diese Folge konvergiert und hat den Grenzwert 1.

Aufgabe 3.1.3.
K 1
Zeigen Sie, dassdie Folge <(‘ 1) @1 + ?@ nicht konvergiert !
k=1
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Losung

Wenn k eine gerade Zahl ist (k=2n, nO0), entspricht p, exakt der Folge aus Aufgabe 3.1.1., konvergiert
demzufolge gegen 1. Fir k=2n+1, nO0, ergibt sich

<(—1)kgl_+%§,k:2n+LnDD

i

Der Grenzwert it hier -1 (vergleiche wieder mit Aufgabe 3.1.1.).

Jede dieser beiden Tellfolgen hat einen eindeutigen Grenzwert, der jewell s einen Haufungswert der Gesamtfolge
darstellt. Da die Gesamtfolge aber zwel voneinander verschiedene Haufungswerte hat, kann sie nicht
konvergieren.

Aufgabe 3.1.4.
Zeigen Sie, dassdie Folge <k>::1 nicht konvergiert !

Ldsung

Das Cauchykriterium besagt, dasseine redl e Zahlenfolge genau dann ggen eneredle Zahl konvergiert, wenn
sie @ne Cauchyfolge ist. Sollte obige Folge konvergieren, miisde se dl e Eigenschaften eine Cauchyfolge

besitzen (jewell sfir all eredlen £>0):

|a, —a,|<¢ furdle n,m=n,(¢)

Angewandt auf die gegebene Folge entspricht dies:

In—-m<¢ firale n,m=ny(e)

Schon fir =1 |asd sich nur die Lésung n=m (wie grofd nbzw. m sind, ist dabei irrelevant) finden. Diese genaue

Spezifikation ist aber durch die Ungleichung,fir allen,m= n, (€) “ nicht herstellbar. Damit kann (k).
keine Cauchyfolge sein und ist damit auch nicht konvergent.

Aufgabe 3.2.1.
Weisen Sie nach, dassdie Folge <k>::1 keine Gawchyfolgeist !

LOsung

siehe3.14.

Aufgabe 3.2.2.

Weisen Sie nach, dassdie Folge < pk>::l, mit p, :=1lund p,,, =1+

, kOO, eine Cauchyfolge ist.
Px

Zeigen Sie, dassdie Folge nicht konvergent in Q ist !

Losung

Die Differenz zweier Folgenglieder ist (Cauchy-Eigenschaft):
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1 1
- =1+ -H+
pk+m+1 pk+]_ 1+ pk+m E‘ 1+ pk E

_ 1 1
1+ pen 1+,

=(p. - pm)D@

1
+ P J1+ D, )

| Prime ~ pk+1| = ‘ P« = Peem

1
T oo i p.)

Nun mussabgeschétzt werden,dass py.>1 fur ale k:

1
| Pyrme ~ pk+1| < m [l]pk = Prem

1
< Z I:l]pk - pk+m

< 4_12 I:I]pk+m—1 ~ P

< 4_];< I:I]pm—l —Pp.

Erneut wird abgeschétzt, dassauch p<2 fur alek:

| Piime ~ pk+l| < F
1

- 4k—l

Dasich fir kleine € stets ein hinreichend grofZes k finden |&sg, so dassohige Bedingung erfllltist, ist diese
Folge ene Cauchyfolge.
Jetzt mussnoch gezeigt werden, dasssie nichtin Q konvergent ist:

1
p:1+m

pL+ p)=(+p)+1

p°+p=p+2
p’=2

[p{=2

Zwar wurde errechnet, das die Folge konvergiert, jedoch ist \/E Q. Bewiesen wird dies, indem man
annimmt, dass /2 [ Q . Dann musge gelten (n,m O N):
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N

N
1]
%33, g@ 3|5 35

N
I

N
31\:
1]

In der Primfaktorzerlegungvon n’ miisse die 2 auftauchen. Da es sich bei n” um eine Quadratzehl handelt,
misge die 2 in gerader Anzahl vorhanden sein. Sollte dies mégli ch sein, so wéredie 2 in n¥ in ungerader
Anzahl enthalten, was aber unméglich ist, da aich n? eine Quadratzahl ist. Somit ist bewiesen worden, dass

J200Q.
Aufgabe 3.3.1.
o . 1\" 1\" .
Zeigen Sie, dassdie Folgen ( — und ( — aquivalent sind !
k=1 k k=1

Losung

Zwei Folgen sind genau dann quivalent, wennihre Differenz ene Nullfolge ist. Bezogen auf die gegebenen
Folgen entsteht:

N R S A
K k=1 k2 k=1 K k2 k=1
) L 1 1 . 1
Dak? schneller wichst a's k und stets positiv ist, gilt: 0< P < E In der Vorlesung wurde gezeigt, dass E

1 1\”
eine Nullfolgeist. Somit muss <E _P> auch eine Nullfolge sein.
k=1

Aufgabe 3.3.2.

Zeigen Sie, dassdie Folge < pk>;o . definiert in Aufgabe 3.2.2., und die Folge <qk>: ) mit ¢, :=1 und

— q
qk+l =1+ 2+k

, kOO, aquivalent sind !
O

Losung

Wiederum ist zu zeigen, dass die Differenz belden Folgen eine Nullfolgeist.

Mathematik - Analysis (SS 2000) Ubungsblatt Nr. 3 (korrigiert) Seite 4 von 6



Stephan Brumme, SST, 2.FS, Matrikelnr. 70 25 44

1 Ok
- =1+ -H+—=
pk+1 qk+l 1+ pk E‘ 2+ qk E

_ 1 q
1+p, 2+q
1

@ pk)2+qk)(2_pqu)

— P« 2 —q E
@+ p)2+a)bp.

Einsetzen von k=2,3,... fUhrt zu den Abschatzungen:

P o4 2 <1
1+ p, und 2+qy

1 1 1 1
- <= <=
2+pk—l 2 2+qk—l 2
sowie

| Pt = G| < %I Pet = Ol

Sei k+1:=k, s0

P~ A| £ 22| pecy — G| fiir k=34,

Erneutes anwenden der Abschaizung auf sich ergib:

[P =G| < 27 Pz = Ghea| S 27| P — O

Allgemeiner ist:

| Pom = G| <272 ®|p, = 0,|  (dabei sei k eine gerade Zah!: k=2m m=2,3,...

Dap,=3/2 und q,=4/3 it p,-0p=1/6, was abschétzen |&sg:
| Py = U] < 272 % , diesist eine Null folge.

Fur ungerade k (k=2m+1, m=1,2,...) findet sich die Abschatzung:

| Poma ~ q2m+l| s 2_2m| P, — q1|

Da p;=q;=1 folgt daraus pom+1=Com+1 flr m=1,2,... .
Sowohl { Py, = U ) ASaUCh { Poryey = Olomer) Sind Nullfolgen, demzufolgeist auch { P, =0, ) €ine
Nullfolge.
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Aufgabe 3.4.
Beweisen Sie, dassdie Multiplikation von komplexen Zahlen kommuativ ist, d.h esgilt z [Z, = Z, [Z, !

Losung
[z, = (a +hi)Ua, + b))
= (a3, —bb,) +(ab, +a,b)i

Daay, a,, by und b, redle Zahlen sind und die Kommutativité sowohl der Addition a's auch der Multiplikation
bereitsin der Vorlesung nachgewiesen wurde, gilt:

=(a,a —b)b) +(ab, +ab,)i
= (a, +b,i) [a, +hi)
=z,

Somit wurde gezeigt, dassdie Multiplikation komplexer Zahlen kommutativ ist.
Aufgabe 3.5.

Beweisen Sie, dassdie Ungleichung ||21| - |22|| < |Z1 - 22| im Bereich der komplexen Zahlen besteht !

Ldsung
Zwei wichtige Eigenschaften der kompexen Zahlen werden vorausgesetzt (a,b sind redle Zahlen):
l. |z| = vVa? + b?
I z-2,=(a-a,)+(b -b,)i
Damit |&sstsich terleiten:
|2]-1z| <[z - z|
Va? +bf — a2 +b2| <[(a, ~ ;) + (o, =)
Va? +b7 - faZ +bl| < /(8 - a,)" + (b, =b,)’

(Va2 07 - a2 +82 | < (a,-a,)? + (0 -byY’
(a2 +b?) - 2\/(a2 +b?)(a2 +bZ) + (a2 +b?) < (a2 — 23,3, +a2) + (b2 -~ 2bb, +b?)
-2,/(aZ +b7)(2; +b?) < -2a,a, - 2bb,
V(@2 +b?)(@2 +b?) 2 aa, +bb,
(af +b})(a; +b}) = (aa, +hb,)?
a’a; +arb; +ajbf +b’h] > afa; +2a,a,bb, +bb;
a’b; +ajb’ > 2aa,bb,
/bl +ab’ —2aa,bb, 20

(ab, ~ba,)* 20
Daweiterhin X* = O fir alexdgilt, ist die Ungleichurg bewiesen worden.
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