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Aufgabe 7.1.

00

Man zeige, dassdie veral gemeinerte harmonische Rethe Z’ F fur s O (0,1] divergent und fur s>1 konvergent

ist.
Ldsung

Der Quotient zweier benachbarter Folgenglieder der verallgemeinerten harmonischen Rethe egibt:
1

8. _ (k+1 _ k° :E’(k

a1 (k+1f k+10
kS

Weiter gilt:

: k
!(Im ﬁ =1, wobei dies eine streng monoton steigende Folge ist, d.h. 0<ac<1. In diesem Zahlenbereich ist:
— 00 =+

a; <a, firs>1 wnd a; > a, fur s<1. Dasich fiir s<1 fir groRe k nicht immerein g finden 1&sg, so dass
B < (<1 detsgilt, sind diese Reihen divergent. Die Reihe firr s=1 ist ebenfall s divergent, daswurde in der

Vorlesung bereits gezeigt. Fir s>1 18sg sich dagegen immer ein g finden, diese Reihen sind konvergent.

Aufgabe 7.2.

00

1
Man zeige, dassdie Reihe Z’ 1

fur a0 (0,1] divergent und fir a>1 konvergent ist.

51+
Losung
1 1 H ©
Fir a>1ist —— <—k:Bl =q“ und qu =9 DieExistenz dieser Summezeigt, dessdie Reihe
1+a* a“ mO = 1-q
konvergiert.

1
Dagegen ist fir a<1 auch a* <1, alsol+a* < 2, somit > < Die notwendige Bedingung einer

+a’

Reihe, dassdie zugrunddi egende Folge eéne Nullfolge sein muss ist damit nicht erfllt.

Aufgabe 7.3.
= 1
Beweisen Sie, dassdie Rethe N1+ —[]divergent ist.
isen Sie, dassdi ih |B. Hd’ i
= O kO
Ldsung

1
Die Logarithmengesetze erlauben In EH E @: In (1+ k)— In K . Fir die Reihenentwicklung ergibt sich damit:
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ZInEH%@:ZIn(H k)—Zln k

n+l n
=) Ink-) Ink
=In(n+1)-In1
=m®+ﬂ

Letzteres Wert geht fir grof3e n gegen oo, somit ist die Reihe divergent.

Aufgabe 7.4.

Zeigen Sie die Konvergenz oder Divergenz der folgenden Reihen:

S|
t ;,/k(kﬂj
, v L
' ;\/kikzﬂi

s 1

1. DieseReheist divergent, da

1 1
> =— , wasdie harmonische Reiheist.

Jk(k+1) Jak® 2
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d 1
Die Reihe Z ﬁ korvergiert, da sie sich mit der verall gemeinerten harmonischen Reihe
=1 klk®+1

abschétzen |asd:
1

1 _ 1
JkZ+D VK3

00

1
Die Reihe z— , p>0, divergiert:
% (Ink)®
Es wéchst jede Potenz schnell er alsder Logarithmus, d.h. Ink <k“ fiur a > 0.
Deshalb gt (Ink)® <k . Fir kieine o ist ap<1 und somit:

T S
(nk)” k=

(Abschatzung anhand der verallgemeinerten harmonische Reihe)

= ki
Die Reihe Z—k ist konvergent. Die Bildung der ersten Reihenglieder ergibt:
= kK

1 1 2 12 3 1203

T 1'2 202’3 333

ki 12 2

Es kann wieder abgeschétzt werden, indem man Z&hler und Nenner vergleicht: W < @ = F und man

kommt auf die verallgemeinerte harmonische Reihe zuriick.

Die Beziehung a° = €”"? und die Logarithmengesetze ergeben:
1 1 1 1

(In k)lnk eIn(In k) Ink (e'”k )n Ink kln(ln k)

1 1
Weiter ergibt sich, dass InInk = 2 fur k>14, also PGCrY < & Wiein den vorangegangenen Aufgaben
ergibt sich auch diesmd die verallgemeinerte lermonische Reihe als Majorante, d.h. die gegebene Reihe
konvergiert.

DieVorgehensweise ist diegleichewiein 7.4.5, auc diese Reihekonvergiert:
1 1 1 1 1

= — — <=
(In In k)lnk eIn InInklnk (e'”k )n InInk kln InInk kz

Letztere Ungleichung gilt aber erst fir k =€ = 3814280
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= 1

7. Divergent hingegen ist ZW
=AUL
T 11

(ln k)lnlnk - gninkinink - e(|n|nk)2

Die Vorgehensweise dhndlt jetzt der aus Aufgabe 7.4.3.:
(Ink)? < x®

(Inlnk)? < (Ink)®
Man setzt jetzt :%,(ln K)? < X, dannist:

(Inink)* <Ink
1 1
<

k - e(|n|n k)2
Dadie Minorante divergiert, divergiert auch die geghere Reihe.

00

1
8. DieRehe Z’m , a,b,s> 0 konvergiert bzw. divergiert in Abhangigkeit von s
= \a+

1 _ 1
(a+bk)® ~ bk®

Wenn s>1, dannliegt Konvergenz vor.

00

1
9. DieRehe Z— korvergiert laut Aufgabe 7.1., da

K&k
1 1 . : : : L1 :
= = und fur s>1 die verallgemeinerte harmonische Rethe — kornwergiert.
KU e <

00

. X
10. DieReihe ZsmE , O<x<mdivergiert:

. sina
IImO— =1 (siereauch Aufgabe 9.1.2)
a0 q

X
Nunsetzt man a = E und erhdlt durch Erweiterung im Zahler und Nenner:

X . X . X

—SIN— X sin=

k—xk > daflr inrechend grofek de Beziehung > it Der Verglech mit der
K K

harmonischen Reihe als Minorante bewel t, dassdie Rethe divergiert.
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11 DieRehe i%—cosﬁ@ O<X<Tt

. 1-coxx X
Diesmal ist IImO— =0 (siehe Aufgabe 9.2.3.). Die Ersetzung Q = E und die Erweiterung
a- a
ergeben:
X X
K B— CO&k H X 1- co&X
J D< —— dafir hinreichend grof¥e k die Beziehurg __k < — gilt. Der Vergleich mit
X 2k X 2
k k

der harmonischen Reihe ds Mgjorante bewel st, dassdie Reihe konvergiert.
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