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Aufgabe 7.1.

00

Man zeige, dassdie veral gemeinerte harmonische Rethe Z’ F fur s O (0,1] divergent und fur s>1 konvergent

ist.
Ldsung

Der Quotient zweier benachbarter Folgenglieder der verallgemeinerten harmonischen Rethe egibt:
1

B _ (k+1f _ K° _E’(k

a, 1 (k1) +10
kS

Weiter gilt:

k
!(Im ﬁ =1, wobei dies eine streng monoton steigende Folge ist, d.h. 0<ac<1. In diesem Zahlenbereich ist:
— 00 =+

a; <a, firs>1wnd a; > a, fir s<1. Dasich fiir s<1 fur groRe k nicht immerein g finden 14sg, so dass
B < (<1 detsgilt, sind diese Reihen divergent. Die Reihe firr s=1 ist ebenfall s divergent, daswurde in der

Vorlesung bereits gezeigt. Fir s>1 18sg sich dagegen immer ein g finden, diese Reihen sind konvergent.

Aufgabe 7.2.

00

1
Man zeige, dassdie Reihe Z’ -
1+

fur a0 (0,1] divergent und fir a>1 konvergent ist.

Losung

Nach demWurzelkriterium ist k

1

Fir a>1 ist a1, somit —— <1, wasdie Konvergenz fir a>1 bestatigt.

ot s

1
Fir a<=1ist a<=1, somit > waszu lim —= =1 fuhrt, wasnicht fur ale k die firr das

1
LrE g

1
Wurzelkriterium notwendige Ungleichung — < ( <1 erfilllen 14s4.

%

Aufgabe 7.3.
= 1
Beweisen Sie, dassdie Rethe N1+ —[]divergent ist.
isen Sie, dassdi ih IEI. k@d‘ i

Losung
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Aufgabe 7.4.

Zeigen Sie die Konvergenz oder Divergenz der folgenden Reihen:
1. ;ﬁ

- 1
2. Z;ZEZF?j?j

zﬁ 00

= k!

4. ;W
d 1
; (In k)lnk

2 1

2, (k)™

2 1

; (In k)lnilnk5

2 1

2 (arbk)
1

9. ng

X
10. ZsmE , O<X<TT

,abs>0

11 2 EI.— COSE El O<x<Tt
Ldsung

1. DieseReheid divergent, dasch nicht fir ale k das Quotientenkriterium fir

1
8y _Ak+D)k+2) _ Jklk+D) _ [ k(k+1) :\/ K
a, 1 Jk+)k+2) V(k+1)k+2) Vk+2

Jk(k+1)

- 1
Zu/kikﬂi

erfillen |18s4.

. Der Grund liegt darin, dass

. k k [k
lim —— =1 mit der Nebenbemerkung, dass <,|——= <1 fir groRe k die Wurze nicht immer
koo K +2 k+2 k+2

unter 1 halten kann.
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d 1
2. DasQuotientenkriterium zeigt, dass Z’— divergiert:
5 Jk(k?+1)

1
B _Vk+D)k+1 1) Jk(k?+) :\/ k(k?+1)
a1 fkedfiorap ) Vordiernr oy

1/kfk2 +1§

_ k®+k _\/ k®+k
TV (k+1)k? +2k+2)  VK®+3K2 +4k+2

Die Begrindung igt die gleichewiein Aufgabe 7.4.1.

00

1
3. DieRehe EW , p>0, konvergiert, da fir k>e (d.h. In k>1)fir das Wurzelkriterium folgendes gilt:
= \IN

1 1
Ink |nk Ink

= ki
4. DieRehe Z’ W ist konvergent, da das Quotientenkriterium
(k +1)

a o (k+D _ Kk+1) - KI(k+1) _ K Ok
: Fhed

a, K (k) k+)K(k+D) (kD) k41
kk

ergibt und der entstehende Term dem aus Aufgabe 7.1. gleicht.

5. Fur ko>15 (=€) gilt Ink > e und damit fiir das Majorantenkriterium:
1 1 1

00

1 1
Daflr F mit s<1 die Konvergenz in 7.1. bewiesen wurde, ist auch ET konvergent:
n

)In k

6. DieVorgehensweiseist diegleichewiein 7.4.5, nur ist k, groier: K, = e® =3814280 Auch diese

Folge ist somit konvergent:
1 < 1 1

(in(nk))™ €™ k

d 1 d 1
7. GemaBAufgabe 7.4.3. ist Z korvergent, da k>e der Exponent positiv ist und z
Z, (In k)" % (Ink)°
fur p>0 korvergiert.
8. ,abs>0

1
a; (a+bk)
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00

1
9. DieRehe Z— korvergiert laut Aufgabe 7.1., da

& K&k
1 1

1 1
= = und fur s>1 die verallgemeinerte harmonische Rethe — korwergiert.
VK e K K

=

00

X
10. DieReihe ZsmE , O<X<TI

11 DieRehe i%—cosﬁ@ O<X<Tt
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