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Aufgabe 1

Die Chebyshev-Ungleichung hat die allgemeine Form:

qun —IJ| <g)>l— naﬂiz

Im vorliegenden Fall ist € =0,02 und 0 =0,1, es il éin N gefunden werden, firr das
qun - u| < 8)> 0,95 gilt. Daman das kleinstmdgli che n sucht, ist qunmm - u| < 8): 0,95:
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Es snd min. 500 getrennte Messungen vorzunehmen.

Aufgabe 2
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Fir erwartungstreue Schétzer gilt, dass die Verzerrung by (T) =0 ist, somit
b, (T)=ES7(X,)-y(9)=0

gelten misge.
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Dassdem jedoch nicht so ist, zeigeich jetzt:
~ 1
E 2 X _ 19 - 2 - 2
S (%)-v) GEEL n@-G

= —1 |])'2
n
Dieser Term hat den Grenzwert Null, erreicht diesen aber nur im Unendli chen.

Fir den mittleren quadratischen Fehler gilt:
~ ~ 1
MSE, S =Var §* += (0"
n
2
n n ~
MSE, &2 =Var A g2 1 var§?
-1 "0 (n-1)
Esgilt MSE, “s‘nz <MSE, S,f gdw. 20 + Esf [@]—'—2% 0. Diese Gleichung mussman dann noch fiir
n
jede enzelne Verteilung nachweisen, was aber immer gelingt. Somit ist §n2 stets zu bevorzugen.

Aufgabe 3

Die Verteilungsfunktion hat die Form F (X) = P(X < X).
Allgemein wird de Glei chverteil ung durch die Verteil ungsfunktion

%XO x<a
F(X)=G—2 xO[a,b]
QE x>b
gekennzeichnet. Die Grenzen @ und b sind gegebenas a=0 undb =3 :
0 x<0
F(x)=X x0[0,9]
il X>39

Far Fmax(x): P(max(Xl, XZ)S X) musen X, und X, kleiner als X sein und es gilt aufgrund der
Unabhangigkeit:

Frac(X) = P(X, £ %, X, £ )
=P(X, < x)P(X, < x)
00 X, <0oder x,<0
gﬂlﬁ% 0<x,X, <
:Dﬁ 0<x <8, x,29
0 d
B % 0<x, <&, x 29
H 1 sonst
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Etwas anders berechnet sch F
P(x

min

min —

(x)=P(min(X,, X, )< x):

= Z):l— P(Xmin > Z)

=1-P(x,, = 2)
Die letzte Herleitung beruht auf der Tatsache, dasses sch nicht um eine diskrete Verteilung handelt. Als
nachstes kann man sich die Unabhangigkeit zunutze machen:

=P( > 2% >2)
=1-P(x, > )Pk

> 2)

=11 Py, < )t P, < 2)

=1-(1-F(2)-F

-1-6-F ()

(2))

Da das Stichprobenmittel erwartungstreu ist, kann man al's erwartungstreue Schétzung fiir 3 die Gleichung

3=2 [IE‘9 X
verwenden.

Es gibt aber noch andere Schétzer, soist ua ( f ™ sa die Dichte):

E Xy = [£ F mex(£) dE

Da bekanntermalien
Fr)= [176)
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folgt unmittelbar
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v>1
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O<v<l

v>1
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und damit
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Im Umkehrschluss
EFPx Ho
‘™0

Anaogisg
E& (3 min):79

Fir die Varianzen glt (ich verzichte auf die ausfuhrliche Rechnung):

2
Var (X, +X,)=%

192
Vi X —
ar% max@z 8

2
Var (3Xmin ) = %

3
Esist demzufolge > X ax ZU bevorzugen.
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Aufgabe 4

Die Erwartungstreue ist genau dann erfiillt, wenn EgT (X): y(z9) fur 09 0O gilt.
Die Aufgabenstell ung sagt weiter aus, dass
— 1.3
Xy==1) X; und
=302 %
3
T(X,, X,, X5)=a, X, +a,X, +a, X, mit ya =1

1=1

Wenn die ohigen Gleichungen erwartungstreue Schétzer fir U sind, so muss E, X 3 = U bzw.
E, T(X,, X,,X;)=u gelten.
Zuerst Uberpriife ich den gleichgewichteten Schétzer:
_ 3
E, X, = ESB]—'q X, H
Bas O
l 3

:g[IE&;Xi

1
:g[anxl"'E&Xz +E5X3)

=Ly p+p)
3
=u
Fur den variabel gewichteten Schétzer:
EST(Xl’ XZ’ X3): E19 (alxl +a2X2 +a3x3)
=E, (0,X,)+ E; (@, X, )+ E; (a,X,)
=a, By X +a, [E, X, +a, LEy X,
=a p+ap+asu
:U[qal"'az +G3)
=u
Somit habe ich gezeigt, dassbeide Schétzer erwartungstreu fir U sind.

Der mittlere quadratische Fehler ist all gemein:
MSE, (T)=Var, (T (X))+b, (T)* mit b, (T)= E,T(X)-y(9)

Aus den vorherigen Gleichungen folgt, dassder Bias (die Verzerrung) O ist:

b, (T)=E,T(X)-y@)=p-p=0

Somit wird der MSE nur noch von der Varianz bednflusg. Derjenige Schétzer, der die kleinere Varianz
aufweist, hat auch den kleineren MSE.
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Die Stichprobenvarianz einer gleichgewichteten Stichprobe:
2

Var, X =—
37%n n
0.2

Var, X, 3

Komplizierter wird die variabd gewichtete Stichprobe:
VarﬁT (Xl’ XZ ' X3) zvarﬁ (alxl)+varz9 (a2x2)+varz9 (a3x3)

— 2 2 2
=a; Var, X, +a; War, X, +a; War, X,
=afo*+aio’ +aio?

— 2 2 2 2
=0 E(hl +012 +a3)

3

Alsnéchstes versucheich, die ; unter der Prémisse Zai =1 zu minimieren. Dazu setze ich:

1=1
g(oy.a,.05):=0af +a; +a;

:alz "'0122 +(1_a1 _az)z

=ha,,a,)
Esqilt:
min h(a,,a,) = min ﬁnin h(al,az)E
Damit ergibt sich:
dh(alyaz):2al+2|:(n_—al—a2)|:q—l)
da,
=4a,+2a, -2
0=4a,+2a,-2
1=2a, +a,
~ _1-a,
a, = >
Und

minh(a,,a,)=h(@,,a,)

a

O 2 2 O

— (1_22)2 +0122 + (1_22)2
2

(1_22) +0122

1 a;
ZE_GZ+72+GZ
_3 -
—Eaz —012+—
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Die anschli effende Differentiation li efert:

F

min h(al,az):%gazz -a, +%[
2 2

-1
-1

Diese Koeffizienten entsprechen genau dem glei chgewichteten Schétzer.
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